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РАСПАДЫ ЛЕГКИХ мЕЗОНОВ В РЕЛЯтИВИСтСКОЙ КВАРКОВОЙ мОДЕЛИ
Аннотация. В рамках релятивисткой кварковой модели, основанной на точечной форме пуанкаре-инвариантной 
квантовой механики, проведена процедура фиксации параметров на основе использования интегральных представ-
лений констант лептонных распадов псевдоскалярных и векторных мезонов, содержащих u-, d- и s-кварки. В резуль-
тате численных расчетов с применением осцилляторной волновой функции получены базовые параметры модели 
с использованием константы псевдоскалярной плотности и токовых масс кварков. Анализ показал, что результаты 
вычислений в рамках полученной модели и экспериментальные данные по лептонным распадам адронов хорошо со-
гласуются друг с другом. Как результат, методика расчета обобщена на случай адронных переходов с испусканием 
γ-кванта и последующим расчетом интегральных представлений констант радиационных распадов псевдоскаляр-
ных и векторных мезонов. Полученные значения аномальных магнитных моментов сопоставлены с барионными 
данными. В качестве проверки модели авторами исследовано поведение форм-факторов радиационных распадов 
векторных мезонов с последующим сопоставлением с современными экспериментальными данными в диапазоне 
q < 0,5 ГэВ, где резонансные эффекты незначительны. В результате получено самосогласованное описание лептон-
ных и радиационных переходов в рамках предложенной авторами модели.
Ключевые слова: пуанкаре-инвариантная квантовая механика, точечная форма динамики, кварк, мезон, маг-
нитный момент, радиационный распад, форм-фактор, анализ экспериментальных данных
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DECAYS OF LIGHT MESONS IN THE RELATIVISTIC QUARK MODEL
Abstract. In the framework of the relativistic quark model based on the point form of the Poincaré-invariant quantum 
mechanics, the parameters were fixed using the integral representations of the lepton decay constants of pseudoscalar and vec-
tor mesons containing u-, d- and s-quarks. As a result of numerical calculations using the oscillator wave function, the basic 
parameters of the model are obtained using the pseudoscalar density constant and current quark masses. The analysis showed 
that the obtained calculation results in the framework of the model and the experimental data on the lepton decays of hadrons 
agree well with each other. As a result, the calculation method is generalized to the case of hadronic transitions with γ-quantum 
emission and a subsequent calculation of the integral representations of radiative decay constants of pseudoscalar and vector 
mesons. The obtained values of the anomalous magnetic moments are compared with the baryon data. As a test of the model, 
the authors studied the behavior of the form-factors of radiative decays of vector mesons with a subsequent comparison to the 
modern experimental data in the q < 0.5 GeV range where the resonance effects are insignificant. As a result, self-consistent 
descriptions of lepton and radiative transitions were obtained within the framework of the model proposed by the authors.
Keywords: Poincaré-invariant quantum mechanics, point form of dynamics, quark, meson, magnetic moment, radiative 
decay, form-factor, analysis of experimental data
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Введение. Проблема описания характеристик связанных двухчастичных состояний (мезо-
нов) стала особенно актуальной с появлением современных экспериментальных данных по рас-
падам псевдоскалярных и векторных мезонов особой точности [1–4]. Из многообразия подходов 
и моделей, посвященных описанию адронных характеристик, отметим методы, основанные на 
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пуанкаре-инвариантной квантовой механике (далее ПиКМ). Известно [5, 6], что такие модели 
являются релятивистскими, что дает возможность применять данных подход для описания ха-
рактеристик легких мезонов, содержащих u-, d- и s-кварки. 
Для расчета характеристик легких кварк-антикварковых состояний наиболее используема 
фронтовая форма ПиКМ [7–10]. Это обстоятельство обусловлено тем, что в данной форме, в силу 
особенностей построения группы операторов динамического набора, отсутствуют диаграммы 
рождения пар из вакуума. Несмотря на такое преимущество, наличие взаимодействия в опера-
торе углового момента приводит к определенным трудностям при переходе от одной инерциаль-
ной системы отсчета к другой. 
Мгновенная форма [11–13], наряду с точечной формой [14, 15] ПиКМ с теми или иными мо-
дификациями, также применяется для описания связанных состояний. так, например, в работах 
[11, 12], основанных на мгновенной форме ПиКМ, исследованы не только лептонные распады 
псевдоскалярных и векторных мезонов, но и радиационные переходы канала *( ) ( ) .V P P V→ γ  
В частности, для сопоставления экспериментальных данных с теоретическими расчетами для 
радиационных распадов векторных мезонов V → Pγ в [12] были использованы релятивистские 
электромагнитные форм-факторы u- и d-кварков.
теоретические исследования в рамках точечной формы ПиКМ для легких мезонов представ-
лены в меньшем объеме по сравнению с другими формами динамики. Не смотря на развитый ма-
тематический аппарат расчетов электромагнитных форм-факторов мезонов [16, 17] и успешное 
применение указанной формы ПиКМ для численных расчетов нуклонных характеристик [18], 
существенные отличия между теоретическими расчетами и экспериментальными данными при-
вели к появлению различных модификаций данной формы динамики. Вследствие указанных 
причин дальнейшее развитие точечной формы ПиКМ является актуальной задачей физики свя-
занных состояний (мезонов).
В любом из подходов ставится вопрос о выборе межкваркового потенциала взаимодействия. 
Особенно он актуален в исследованиях легких кварков, поскольку определение как запирающей 
части КХД-потенциала, так и поведения бегущей константы 2α ( )s q  при малом переданном им-
пульсе не имеет единого подхода [19]. В частности, параметры той или иной модели (конститу-
энтные массы кварков и др.) будут зависеть от самого потенциала, который часто диктуется об-
щетеоретическими соображениями. Данное обстоятельство приводит к тому, что подход, в кото-
ром не используется явный вид потенциала межкваркового взаимодействия, наиболее оптимален. 
В настоящей работе авторы, используя полученные ранее интегральные представления кон-
стант распадов псевдоскалярных и векторных мезонов, анализируют параметры модели, получен-
ные без учета явного вида потенциала межкваркового взаимодействия: представлена про цедура 
расчета базовых параметров модели, таких как конституэнтные массы кварков и параметры вол-
новых функций. Основным требованием фиксации параметров является условие соответствия 
экспериментальных данных и модельных вычислений. Отличительная черта представленной 
методики – вычисление модельных параметров с использованием константы псевдоскалярной 
плотности [8, 20] и токовых масс кварков. В статье кратко обсуждаются варианты схем смешива-
ния псевдоскалярных и векторных мезонов в различных кварковых базисах; полученные параме-
тры используются для расчета констант лептонных распадов мезонов с последующим сравнени-
ем с современными экспериментальными данными, а также представлены результаты по извле-
чению аномальных магнитных моментов легких кварков и вычисление констант радиационных 
распадов нейтральных мезонов. Отметим, что полученные в ходе работы результаты коррелиру-
ют c современными экспериментальными данными и другими подходами и моделями. 
В завершение авторами проведено исследование поведения форм-факторов векторных 
ω- и ϕ-ме зонов в зависимости от переданного импульса с последующим сопоставлением с совре-
менными экспериментальными данными. 
1. Параметры релятивистской кварковой модели, основанной на точечной форме 
ПиКм. Для вычисления наблюдаемых распадов псевдоскалярных и векторных мезонов, состо-
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а также структурные характеристики кварков. Кратко опишем процедуру получения базовых 
параметров представленной модели.
Процедура получения интегральных представлений констант лептонных распадов псевдо-
скалярного (I = P) и векторного (I = V) мезонов подробно изложена авторами в [20–22]. Конечные 
выражения констант распада в точечной форме ПиКМ можно записать в виде
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В выражении (1) волновая функция нормирована условием
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Для расчетов параметров модели выбраны следующие варианты пробных волновых функ-
ций мезонов с соответствующими нормировочными множителями:
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Используя выражение для константы псевдоскалярной плотности [20]
 
( ) ( )02
( , , )
3 1 (k)
dk k  k, (k) (k) (k) (k)
2 (k) (k) q Qq Qq Q
P





M W W W W+ + − −
β =




и полагая, что изотопическая инвариантность u- и d-кварка нарушена слабо, т. е. 
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Используя экспериментальные данные по распадам псевдоскалярных π±- и K±-мезонов [23], 
получаем следующие значения параметров в зависимости от выбора волновой функции (табл. 1). 
Символом «–» отмечены случаи, в которых численное решение отсутствует или не имеет физи-
ческого смысла.
Таблица 1. Значение масс u-, d- и s-кварков  
в зависимости от выбора волновой функций
Table 1. Mass value of u-, d- and s-quarks  










Φos (3) 219,5 ± 9,6 221,9 ± 9,6 416,9 ± 61,2
Φcoul (4) – – –
Φpl (5) 235,21 ± 14,73 237,7 ± 14,7 –
Анализ данных табл. 1 показывает, что для расчетов параметров представленной модели 
наиболее оптимальным является использование осцилляторной волновой функции (3). Срав-
нительный анализ полученных параметров с моделями, основанными на мгновенной и фронто-
вой формах динамик, представлен в табл. 2. 
Таблица 2. Сопоставление параметров модели, основанной на точечной форме ПиКм,  
с другими подходами и моделями
Table 2. Comparison of the parameters of the model based on the point  
form of PiQM with other approaches and models
Массы кварков
Quark masses
Информация из других источников
Other information Собственные данные
Authors’ data
[7, 8] [9] [11–13] [17]
m
u
, МэВ 250 ± 5 220 220 250 219,5 ± 9,6
m
d
, МэВ 250 ± 5 220 220 250 221,9 ± 9,6
m
s
, МэВ 370 ± 20 450 – 400 416,9 ± 61,2
Из анализа данных табл. 2 можно заключить, что величины масс конституэнтных кварков 
предложенной модели коррелируют со значениями, полученными в моделях, которые основаны 
на мгновенной и фронтовой формах динамики.
Значения параметров мезонов векторного сектора определим из распада τ±-лептона в ρ±- 
и K*±-мезоны [23], а именно: проводя аналогичную процедуру решения уравнений
 
(exp)( , , ) ,VV q Q VqQf m m fβ =  
(8)
получаем, что 310,9( 2, )2V
ud
β = ±  МэВ, 310,9 83,6( )Vus ±β = МэВ (относительно большая погреш-
ность обусловлена экспериментальной ошибкой распада *K+ + ττ → ν ).
2. Схемы смешивания мезонов псевдоскалярного и векторного секторов. Для решения 
задачи о вычислении наблюдаемых лептонных и радиационных распадов нейтральных мезонов 
обсудим варианты смешивания псевдоскалярных и векторных мезонов. В физических приложе-













uu dd uu dd
uu dd uu dd ss
ss uu dd ss
ψ = − ψ = −
 ψ = + ψ = + − 
 
 ψ = ψ = + +   
(9)
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Предполагаем, что схемы смешивания, основанные на базисах (9), дают эквивалентные опи-
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где углы смешивания φV и θV связаны соотношением
 arctg 2.V Vθ = ϕ −  (11)
Для псевдоскалярных η-, η′- и π0-мезонов классическая схема смешивания (10) приводит 
к вычислениям, значительно отличающимся от экспериментальных данных, поэтому после ра-
бот [24, 25] появилась тенденция для η–η′-мезонов, кроме кварковой составляющей, учитывать 
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В системе (12) компоненты определяются выражениями
cos cos ,  sin cos ,  sin ,P G P G GX Y Zη η η= ϕ α = − ϕ α = − α
 cos sin sin sin sin ,   P G G P GX ′η = ϕ α ϕ + ϕ ϕ  (13)
cos cos sin sin sin ,  cos sin ,P G P G G G GY Z′ ′η η= ϕ ϕ − ϕ α ϕ = α ϕ
а связь углов для базисов (9) дается аналогично выражению (11): 
 arctg 2.P pθ = ϕ −  (14)
3. Лептонные распады заряженных и нейтральных векторных мезонов. В кварковом ба-
зисе 1( , , )q sψ ψ ψ  выражения (9) константы лептонных распадов нейтральных мезонов можно за-
писать в виде 
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(15)
где угол смешивания φV определяется выражением (11). В работе [4] на основе эксперименталь-
ных данных показано, что 
 (31,9 0,2) .V     (16)
Используя параметры модели (см. табл. 1), выражения (15), (16) и предполагая, что параметры 
волновых функций для u-, d-кварков определяются соотношениями
 ,   ,   ,   ,
V V V V V V
d uuu usud ud ud uddsud dd ud m m
∧ ∧
β = β + ∆β β = β − ∆β β = β − ∆β ∆β −  (17)
получаем значения констант лептонных распадов мезонов, которые представлены в табл. 3.
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Таблица 3. Сопоставление экспериментальных данных со значениями модели, 
основанной на точечной форме ПиКм (символом †  отмечены реакции,  
по экспериментальным данным которых фиксировались параметры модели)
Table 3. Comparison of the experimental data with the model values based on the point form of PiQM  




,f P V , МэВ [23]
(ПиКМ) ,,f P V  МэВ
(†) ±π → ν

131,6 ± 0,2 131,6 ± 1,1
(†) K ± → ν

156,9 ± 0,8 156,8 ± 1,4
(†) ± ±τ → ρ ν τ 209,3 ± 1,5 209,3 ± 1,5
(†) K± ∗±τ → ν τ 205,3 ± 6,2 205,3 ± 12,3
(†) e e+ −ω → 45,9 ± 0,8 46,1 ± 2,4
0 e e+ −ρ →
156,4 ± 0,7
148,4 ± 0,7 [26]
148,4 ± 3,1
e e+ −f → 76,2 ± 1,2 76,3 ± 3,7
Анализ результатов табл. 3 показывает, что предположение (17) отлично описывает распад 
векторного ϕ-мезона. Значение константы нейтрального векторного ρ0-мезона ( )0 156,4 0,7 fρ = ±  
МэВ [23] получено с учетом ρ0–ω-смешивания и, следовательно, может иметь расхождения с по-
лученным модельным значением. Однако вычисленное нами значение прекрасно согласуется 
с соотношением [26] 0 2 148f f +ρ ρ= ≈  МэВ. также отметим, что при расчетах было использо-
вано значение (336,6 1,4)Vssβ = ±  МэВ, полученное из распада e e
+ −ω →  (процедура получения 
аналогична процедуре, описанной в разделе 1) .
4. магнитный момент кварков легкого сектора. Методика получения константы распада
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(20)
В выражении (18) eq – заряд кварка в единицах e, а κq – аномальный магнитный момент, опре-








µ = + κ (21)
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где μq – магнитный момент кварка. Используя экспериментальные значения переходов вектор-
ных мезонов * 0,  ,  K K K K+ + ∗+ +ρ → π γ → γ → γ  и вычисленные ранее базовые параметры моде-
ли, получаем следующие значения аномальных магнитных моментов кварков:
 
0,123 0,084 ,  





κ = − ±
κ = − ±
κ = − ±  
0,082 0,056 ,  








κ = κ = − ±
κ = κ = ±





Сопоставление значений кварковых магнитных моментов представлено в табл. 4.
Таблица 4. Кварковые магнитные моменты в различных подходах и моделях
Table 4. Quark magnetic moments in various approaches and models
Аномальные магнитные моменты
Anomalous magnetic moments
Информация из других источников
Other information Собственные данные
Authors’ data
eq q qκ = κ [28] [29] [30]
uκ –0,064 –(0,080–0,161) –(0,004–0,162) –(0,082 ± 0,056)
dκ 0,017 0,250–0,461 0,018–0,101 0,029 ± 0,005
sκ – – – 0,066 ± 0,003
Анализ данных табл. 4 показывает, что полученные в рамках предлагаемой релятивистской 
кварковой модели магнитные моменты кварков коррелируют с данными, полученными из ана-
лиза барионных магнитных моментов.
5. Распады нейтральных мезонов с учетом аномальных магнитных моментов кварков. 
Оставшиеся свободные параметры модели, такие как углы смешивания псевдоскалярных мезо-
нов и Pqqβ -параметры волновых функций нейтральных псевдоскалярных мезонов, определим 
из распадов канала ( ) ( ) .V P P V→ γ  Учитывая ортогональность состояний qq  для различных 
кварковых ароматов и предположение, что данный распад обусловлен испусканием фотона од-
ним из кварков, получаем набор матричных элементов, представленный в табл. 5.
Таблица 5. матричные элементы распадов  
нейтральных мезонов в рамках точечной формы ПиКм
Table 5. Matrix elements of neutral meson decays in the framework of the point form of PiQM 
Мода распада
Decay channel
Представление матричного элемента распада в ПиКМ
Representation of the decay matrix element in PiQM
0 0ρ → π γ ( ) ( )e I uu e I ddu d+
0ρ → ηγ ( )( ) ( )u dX e I uu e I ddη −
0f → π γ ( )cos ( ) ( )u de I uu e I ddVϕ −
f → ηγ ( )cos  ( ) ( ) 2 sin  ( )u d s VX e I uu e I dd e Y I ssV η ηϕ + − ϕ
′f → η γ ( )cos  ( ) ( ) 2 sin   ( )V u d sX e I uu e I dd e Y I ssV′ ′η ηϕ + − ϕ
0ω → π γ ( )sin ( ) ( )V u de I uu e I ddϕ −
ω → ηγ ( )sin  ( ) ( ) 2 cos  ( )V u d s VX e I uu e I dd e Y I ssη ηϕ + + ϕ
0′η → ρ γ ( )( ) ( )u dX e I uu e I ddη −
′η → ωγ ( )sin  ( ) ( ) 2 cos  ( )V u d s VX e I uu e I dd e Y I ss′ ′η ηϕ + + ϕ
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В табл. 5 использовано обозначение
 22 *
2 2
(k) (k)(k) 2 1
( ) dk k  (k, ) (k, ) ,
33 (k)  (k)
q qq
q q






                     
 (23)
которое было получено из (18)–(20) с учетом, что qQm m=  и | | .qQe e=
На основе вычисленных параметров модели находим значения констант радиационных рас-
падов нейтральных мезонов (табл. 6).
Таблица 6. Сопоставление экспериментальных данных по радиационным распадам 
нейтральных мезонов со значениями, полученными в представленной модели
Table 6. Comparison of the experimental data on the radiative decays 
of neutral mesons with the values obtained in this model
Мода распада
Decay channel
(экс) ,VP   КэВ [23]
(ПиКМ) ,VP   КэВ
0 0ρ → π γ 71 ± 9 83 ± 9
0 0ρ → π γ 44,7 ± 3,2 44,7 ± 6,4
0f → π γ 5,5 ± 0,2 5,5 ± 0,7
f → ηγ 55,3 ± 1,2 55,7 ± 8,7
′f → η γ 0,26 ± 0,01 0,26 ± 0,10
0ω → π γ 713 ± 25 702 ± 21
ω → ηγ 3,8 ± 0,3 6,8 ± 2,5
0′η → ρ γ 56,7 ± 3,6 56,7 ± 7,4
′η → ωγ 5,1 ± 0,5 5,1 ± 2,2
Из сравнения экспериментальных данных и модельных расчетов, можно сделать вывод о том, 
что предлагаемая релятивистская кварковая модель, основанная на точечной форме ПиКМ, 
удовлетворительно описывает наблюдаемые величины лептонных и радиационных распадов 
псевдоскалярных и векторных мезонов. также отметим, что для извлечения экспериментальных 
значений констант VPg γ  использовались выражения ширин радиационных распадов, которые 
определялись следующими выражениями:
3 32 2 2 2 2
2,    .( )  ( )  
3 2 2
VP V P P V
VP
V P
g M M M M




   − −
Γ → γ = a Γ → γ = a      
   
(24)
Сопоставление экспериментальных данных по радиационным распадам нейтральных мезонов 
со значениями, полученными в представленной модели, проведем с использованием величины
 
   
2(экс) (ПиКМ)
, ,2d.o.f. 2 2(экс) (ПиКМ)1
1 ,
 




    
 (25)
где Γ – соответствующая ширина радиационного распада псевдоскалярного или векторного 
мезона,  ∆ Γ  – экспериментальная или теоретическая ошибка. Используя данные табл. 6, полу-
чаем, что 2d.o.f. 0,27.χ ≈  Поскольку 
2
d.o.f . 1,χ <  то можно утверждать, что представленная модель 
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электромагнитных распадов нейтральных мезонов, содержащих легкие u-, d- и s-кварки, хорошо 
описывает экспериментальные данные.
6. Распады нейтральных мезонов ( ) ( ) .V P P V ∗→ γ  Возобновление в последнее время ин-
тереса к изучению поведения форм-факторов распада канала ( ) ( )V P P V ∗→ γ  связано с полу-
чением экспериментальных данных высокой точности коллаборациями KLOE и A2 (см. [1–4]). 
Изучение электромагнитных форм-факторов таких распадов позволяет не только исследовать 
механизм взаимодействия конституэнтных кварков, но и продолжить поиск эффектов вне стан-
дартной модели.
В настоящее время поведение форм-факторов ω- и ϕ-мезонов в рамках динамики на световом 
фронте хорошо изучены в области q < 0,5 ГэВ (timelike-регион) [31], где резонансные эффекты не-
значительны. Изучение форм-факторов в указанной области не требует привлечения соотношений 
из дисперсионного анализа [32], что делает расчеты в рамках кварковых моделей наиболее досто-
верными. Следует отметить, что в ряде работ исследование поведения форм-факторов мезонов вы-
полнялось с учетом структуры u-, d- и s-кварков, в том числе с одинаковыми среднеквадратичны-
ми радиусами кварков [33]. Однако исследование форм-факторов легких векторных мезонов с уче-
том структуры кварков в рамках точечной формы ПиКМ впервые проводится в данной статье.
Методика получения форм-фактора распада ( ) ( )V P P V ∗→ γ  изложена в [27]; итоговое выра-
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а вспомогательные величины определены уравнениями
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В результате с использованием соотношений (26)–(30) становится возможным исследование 
поведения форм-фактора * *( ) ( ) / VpVP VPF t g t g γγ γ=  векторных мезонов. 
Для распада 0 + −ω → π    с учетом полученных параметров (см. выше) определяем зависи-
мость форм-фактора 0 * 0 * 0( ) ( ) /F t g t gωπ γ ωπ γ ωπ γ=  от величины переданного лептонной паре 
+ −
   
импульса q. Поведение форм-фактора в зависимости от переданного импульса q представлено 
на рис. 1.
Аналогичные вычисления форм-фактора для распада 0 + −f → π    приводят к зависимости, 
отображенной на рис. 2. 
Анализ данных рис. 1 и 2 приводит к заключению, что предложенная модель с параметрами, 























Рис. 1. Поведение форм-фактора распада 
0 + −ω → π    при различных q; экспериментальные данные взяты из [2]
Fig. 1. Behavior of the 






Fitting of experimental data
















Рис. 2. Поведение форм-фактора распада 0 + −f → π    при различных q; экспериментальные данные взяты из [3]
Fig. 2. Behavior of the 0 + −f → π    form-factors for different q; the experimental data are taken from [3]
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удовлетворительно описывает не только константы распада ( ) ( ) ,V P P V→ γ  но и поведение 
форм-факторов векторных мезонов в реакции .V P + −→    
Заключение. С использованием интегральных представлений лептонных и радиационных 
распадов псевдоскалярных и векторных мезонов проведена процедура вычисления параметров 
релятивистской кварковой модели. На основе данных параметров вычислены константы лептон-
ных и радиационных распадов, экспериментальные данные для которых не применялись в про-
цедуре фиксирования базовых параметров. Сравнение экспериментальных значений и модель-
ных вычислений говорит о том, что предложенная модель хорошо описывает вышеупомянутые 
распады. 
Проведено исследование поведения форм-фактора канала V P + −→    для 0 + −φ→ π    
и 0 + −ω→ π    при различных переданных импульсах. Сравнительный анализ показал удов-
летворительное согласование экспериментальных данных и модельных расчетов в диапазоне 
q < 0,5 ГэВ. На основе полученных результатов можно говорить о самосогласованном описании 
лептонных, радиационных распадов, а также процессов V P + −→    для легких мезонов в рам-
ках релятивистской кварковой модели, основанной на точечной форме пуанкаре-инвариантной 
квантовой механики. 
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